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Opciéon A
Problema A.1. Algebra

z+y=1
Dado el sistema de ecuaciones (a—1y+2=0 donde a es un parametro real, se

z+ay+(a—1)z=a
pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores del parametro a para los cuales el sistema es compatible.
b) Las soluciones del sistema cuando a = 1.
c) La solucién del sistema cuando a = 0.

Solucion:

a) Los valores del parametro a para los cuales el sistema es compatible.

Para estudiar la compatibilidad, aplicamos el Teorema de Rouché-Frobenius.

1 1 0
La matriz de coeficienteses A= [0 a—1 1
1 a a—1

Calculamos su determinante:
[Al=1((a—1)?-a)—-1(0-1)=a*~-2a+1—a+1=a*—3a+2.
Igualamos a cero: a> —3a+2=0 = (a —1)(a —2) =0. Las raicessona=1y a = 2.

Caso 1: a € R\ {1,2}.
En este caso, |A| # 0, por lo que Rg(A) = 3 = Rg(A4*). El sistema es Compatible Determinado.

Caso 2: a=1.
1 1 01
(A|[A*)=1 0 0 1|0 |. Fy =F;. Rg(A) =2.
( 1 1 01
Como una fila es repetida, Rg(A*) = 2. El sistema es Compatible Indeterminado.
Caso 3: a = 2.
1 1 01
(Al[A*)=1 0 1 1|0 ].Rg(4) =2
1 2 1(2
1 1 1
Para Rg(A*), el menor [0 1 0] =1#0. Rg(4*) =3.
1 2 2

FEl sistema es Incompatible.

’El sistema es compatible para todo a € R\ {2}. ‘

b) Las soluciones del sistema cuando a = 1.

z+y=1
z=0

1 co

Para a = 1, es S.C.I. El sistema se reduce a: { . Hacemos y = A\. Entonces x =1 — A.
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La solucién es (z,y,z) = (1 — A\, A,0), VAeR.

c) La solucién del sistema cuando a = 0.

r+y=1
Para a =0, es S.C.D. |A| = 2. El sistema es  —y + 2z =
rx—z=
Resolvemos por Cramer:
1 1 0
-1 1
00 -1 1
e 2 ~2
1 1 0
0 0 1
1 0 -1 1
VST T
1 1 1
0 -1 0
B 1 0 O 1
T2 T2

La solucién es (1/2,1/2,1/2). ‘

&
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Problema A.2. Geometria

r—2y=0
z=0
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

Se tienen el plano w:x —y+2—3 =0, larecta s: y el punto A(1,1,1).

a) La recta que pasa por A, corta a la recta s y es paralela al plano .
b) El plano que pasa por A, es perpendicular al plano 7« y paralelo a la recta s.
c) Discute si el punto (3,2,1) esta en la recta paralela a s que pasa por (5,3,1).

Solucion:

a) La recta que pasa por A, corta a la recta s y es paralela al plano .

La recta buscada, r, se puede obtener como intersecciéon de dos planos:
1. Plano m; que contiene a A y a la recta s.
Parametrizamos s: z = 0,2 = 2y. Seay =\ = s:(2\,\,0).
P,(0,0,0),7(2,1,0). AP, = (—1,-1,-1).
r—1 y—1 z-1
m=| 2 1 0 |=—(-1)+2y—-1)—(2—-1)=0 = —x+2y—2z=0.
-1 -1 -1

2. Plano 7y que pasa por A y es paralelo a 7.
Tendréa el mismo vector normal 7 = (1, —1,1). Ecuacion: z —y+ 2+ D = 0.
Pasa por A(1,1,1): 1-141+D=0 = D=-1. Plano: z —y+2—1=0.

La recta r es la interseccion de estos dos planos.

—x+2y—2=0
r—y+z—1=0

La rectaes r: {

b) El plano que pasa por A, es perpendicular al plano 7 y paralelo a la recta s.

El plano buscado, 7y, pasa por A(1,1,1) y esta generado por el vector normal de =, 7, = (1,-1,1), y
el vector director de s, U5 = (2,1,0).

r—1 y—1 z-1

m=| 1 -1 1 [==(z-1)4+2y-1)+3(z-1)=0 = —z+2y+32—4=0.
2 1

’Elplanoes —:c—|—2y+3z—4=0.‘

c) Discute si el punto (3,2,1) esta en la recta paralela a s que pasa por (5,3,1).

La recta paralela a s, llamémosla s’, tiene el mismo vector director 5 = (2,1,0) y pasa por P'(5,3,1).
Su ecuacion parameétrica es: s’ = (z,y,2) = (5,3,1) +¢(2,1,0).
Para que el punto Q(3,2,1) esté en la recta, debe existir un valor de t que satisfaga:

3=542t = 2t=-2 — t=-1
2=34+t = t=-1
1=14+40t = 1=1

3

&
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Como el valor ¢t = —1 satisface las tres ecuaciones, el punto si pertenece a la recta.

Si, el punto (3,2,1) pertenece a la recta.
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Problema A.3. Analisis

Consideramos la funcién f(x) = ax® + bx? + cx cos(nx), que depende de los parametros a, b,
c. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La relacion entre los coeficientes a, b, ¢ sabiendo que f(x) toma el valor 22 cuando = = 1.

b) La relacion que deben verificar los coeficientes a, b y ¢ para que sea horizontal la recta
tangente a la curva y = f(z) en el punto P de dicha curva, sabiendo que la abscisa del
punto P es x = 1.

c) fol x cos(mx)dzx.

Solucion:

a) La relacion entre los coeficientes a, b, ¢ sabiendo que f(z) toma el valor 22 cuando = = 1.

f(1) =22 = a(1)? +b(1)% + ¢(1) cos(m) = 22.
Como cos(m) = —1, tenemos: a + b — ¢ = 22.

’La relacion es a + b — ¢ = 22.

b) La relacién que deben verificar los coeficientes...

La tangente es horizontal si la derivada es cero. f/(1) = 0.

f'(z) = 3ax? + 2bx + c(cos(rx) — xmsin(rz)).

f'(1) = 3a + 2b+ c(cos(m) — wsin(m)) = 3a+ 20+ ¢(—1 — 0) = 3a + 2b — c.
F(1)=0 = 3a+2b—c=0.

’La relacion es 3a + 2b — ¢ = 0. ‘

c) fol x cos(mz)dx.

Integramos por partes: u = z,dv = cos(mz)dz. du = dx,v = %sin(ﬂ'x).

x 1. x . 1
/xcos(wm)d:c = sin(nzx) — / - sin(rz)dr = - sin(mz) + = cos(mx).
zsin(rz)  cos(rz)]’! sin(w)  cos(m) cos(0) 1 1 2
[ T + 2 }0 ™ + w2 + w2 2 2 w2

El valor de la integral es —— .
2
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Opcion B
Problema B.1. Algebra

Resolver los siguientes apartados, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Dadas A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que AB = A y BA = B, deducir
que A2=A y B?=B.

b) Dada la matriz A = (1) g , se pide encontrar los parametros a, b para que la matriz
B = [Cll g] cumpla que B? =B pero AB# A y BA # B.
z 1 0 2 1 0
c) Sabiendoque |y 2 1| = 3, obtener razonadamente el valor de los determinantes 2y 2 1
z 3 2 2z 3 2
z+1 1 0
y l[y+3 2 1|
z+5 3 2

Solucion:

a) Dadas A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que AB = A y BA = B, deducir
que A2=A y B? =B.

A2=A-A=(AB)A= A(BA) = AB = A.
B?=DB-B=(BA)B=B(AB) = BA = B.

’Queda demostrado que ambas son idempotentes.

b) Dada la matriz A = [0 0

1 . . .
0}, se pide encontrar los parametros a, b para que la matriz

Bz{a 2] cumpla que B? =B pero AB# A y BA# B

2
9 a 0\ f(a O
B_B:><a+b b2>_<1 b)'

a?=a = ala—1)=0 = a=00a=1.
¥»=b= b=00b=1.

a+b=1

Sia=0b=1. Sia=10b=0.

= (o 0) (1) = (0 o)
)09

6
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Los valores son a = 0,b = 1.

z 1 0 2¢ 1 0
c) Sabiendo que |y 2 1| = 3, obtener razonadamente el valor de los determinantes |2y 2 1
z 3 2 2z 3 2
z+1 1 O
y l[y+3 2 1|
z+5 3 2
2¢ 1 0 z 1 0 x+1 1 0 x 1 0 |1 1 0
|Di|=12y 2 1|=2ly 2 1|/=2:3=6.|Ds|=|y+3 2 1=y 2 1|+(3 2 1|=34+0=3
2z 3 2 z 3 2 z+5 3 2 z 3 2| |5 3 2

D1 =6y |Da| =3
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Problema B.2. Geometria

Dada la recta 7r:

r+y=3

se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los
r+4y — 2 =28

)

pasos del razonamiento utilizado:

a)
b)

c)

Las ecuaciones paramétricas de la recta r.
La ecuacion del plano 7 que es paralelo a la recta r y pasa por los puntos (5,0,1) y (4,1,0).
La distancia entre la recta r y el plano 7 obtenido en el apartado anterior.

Solucion:

a)

b)

Las ecuaciones paramétricas de la recta r.

Para parametrizar la recta, resolvemos el sistema.

Hacemos y = \:

De la primera ecuacion: x =3 —y =3 — A.

De la segunda ecuacion: z =z +4y —8= (3 —A) +4XA —8 =3\ —5.
Un punto de la recta es (3,0, —5) y su vector director es (—1,1,3).

rT=3—-A
Las ecuaciones paramétricas son { y = A
z=—-54+3X

La ecuacion del plano 7 que es paralelo a la recta r y pasa por los puntos (5,0,1) y (4,1,0).

El plano 7 esta definido por un punto, P(5,0, 1), y dos vectores directores: el vector director de la rectar,
v, = (=1,1,3), y el vector que une los dos puntos dados, PQ = Q—P = (4—5,1-0,0—1) = (-1,1,-1).

r—5 y—0 z-1
T=| —1 1 3 | =0.
-1 1 -1

(x—=5)(-1-3)—y(1+3)+ (¢ —1)(-1+1)=0.
Uz —5)—dy=0 — 4r+20—4y=0 — w+y—5=0.

’La ecuacion del planoes ¢ +y — 5 = 0. ‘

La distancia entre la recta r y el plano 7 obtenido en el apartado anterior.

Como la recta r es paralela al plano m, la distancia entre ellos es la distancia desde cualquier punto de
la recta r al plano .
Tomamos el punto de r, P,.(3,0, —5).

3+0-5 -2 2

Bro-sl _|-2_2 _ 5

d(T,T():d(Pr,ﬂ'):\/m— B

’La distancia es v/2 unidades. ‘
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Problema B.3. AnAlisis

Dentro de una cartulina rectangular se desea hacer un dibujo que ocupe un rectangulo R de
600 cm? de area de manera que: Por encima y por debajo de R deben quedar unos margenes de
3 cm de altura cada uno. Los margenes a izquierda y a derecha de R deben tener una anchura
de 2 cm cada uno. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) El area de la cartulina en funcion de la base x del rectangulo R.
b) El valor de x para el cual el area de la cartulina es minima.
c) Las dimensiones de dicha cartulina de area minima.

Solucion:

a) El area de la cartulina en funcion de la base x del rectangulo R.

Sea x la base de R e y su altura. zy = 600 = y = 600/z.

Las dimensiones de la cartulina son:

Base: X =z+2+2=2+4.

Altura: Y =y+3+3 =y +6.

Area de la cartulina: A(x) = (z +4)(y + 6) = (z + 4)(600/z + 6).

600
El area es A(x) = (x + 4) ( + 6).
x

b) El valor de x para el cual el area de la cartulina es minima.
A(z) = 600 + 6 + 2290 + 24 = 62 + 2220 4+ 624.
Derivamos para minimizar:

Al(z) =6 — 299,
Ar)=0 = 6=20 — 2= 2N =400 = = =20.

_ 4800

La segunda derivada es A”(x) >3, que es positiva, confirmando un minimo.

’El valor de la base del rectangulo R es * = 20 cm.

c) Las dimensiones de dicha cartulina de area minima.

Si la base de R es # = 20 c¢m, su altura es y = 600/20 = 30 cm.
Las dimensiones de la cartulina son:

Base: X =x4+4=20+4 =24 cm.

Altura: Y =y +6 =30+ 6 = 36 cm.

Las dimensiones de la cartulina son 24 cm de base y 36 cm de altura.
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